ALCUNI PROBLEMI DI PROGRAMMAZIONE LINEARE

per SALVATORE CHERUBINO

§ 1. Massimizzazione o minimizzazione di un settore aggregato

1. Consideriamo le due funzioni lineari delle produzioni e dei prez-
zi di un’ economia E ripartita in n settori:

(1. 1) z=NMX; A Xo.. ... 4+ Xy =AX ;4 i
(1. 1) 7= 1 D1~ M3 pz—F ..... —+ HBaPa =M p_1 l
vincolate dalle condizioni : : ; E
(2. 1) [I—a]X_; £ u, : f
@ 1 p[I—a]na |

Poiché [T—a]~! é una matrice non negativa (addirittura positiva se a,
ossia 1I”economia E, ¢ irriducibile) dalle (2. 1) — (2. 1) si ha:

(. 1) X g [I—alip =%, 4 |
(3. 1) PMA[I—a]l=p

Essendo A e p due vettori positivi o semipositivi, anche X ¢ p sono tali
e si puo scrivere :

(4. 1) 2=AK_1 L AX" | =70

4. 1) Z= Up_1 > up’, =2°

le quali ci dicono che z° e z° sono rispettivamente massimo e minimo di

z e z. Orbene, confrontando le (2. 1) — (2. 1) con le (L. 1) — (L. 1) della
parte prima si vede che A é un vettore di costi di forza - lavoro per pro-
duzioni unitarie non minore di quello necessario (quindi minimo) Z e che
W é un vettore di consumi non minore di quello ¥ dei consumi necessari
(quindi minimo). Si é dunque-ottenuto che :

a) Esistono produzioni e prezzi che massimizza-
no un costo di lavoro impiegato negli n settori e mi-
nimizzano il costo dei consumi: questo massimo €
questo minimo risultano fra loro uguali. Quest’ultima
affermazione segue dalle (3. 1) — (3. 1) sostituite nelle (4. 1)— (4. 1).




An:nlog‘nmentc, considerando le funzioni linearri:

(5. 1) F N X Ay P T A
©. 1) FZ= W Fpi - M e .. tPa =B TP
Sottoposte ai vincoli lineari :

6. 1) = ot xS

(6. 1)

PlI—a] <At

Si ha che -
0 X 0 o e
iz —INChEE ) con X g =[I—a]luh
)= i con tp? =+ [I—a]!

SO1O rispettivamente minimo e massimo, fra loro eguali, di *z e *+z. ?im‘é,
Confrontando ancora con le (I. 1) — (II. 1) della parte prima, che ci di-
?0110 essere pt un vettore di consumi e At un vettore di f01'22}- lavoro
Mpiegata non maggiori di qualli massimi, supposti fissati.per E, si h'a che:
b) Esistomo produzioni e prezzi che‘ m.inimxzza-
Un costo di lavoro impiegato e massnnlzzar'lo. un
C(_)StO di consumi; questo massimo e questo minimo
Bl tano! fra iloro eguali.

o

L vettori della forza - lavoro impiegata per produzioni ““ita“_e el
li settori e dei consumi rispettivi si possono fissare ad arbitrio,
Sutrambi positivi o semipositivi. Se il primo, cioé quello dell:% forza 5 la-
Voro, si figsa positivo, anche il vettore dei prezzi che danno il massimo
od il minimo risulta positivo ; se si fissa positivo il seconco, cioé quello
de.i consumi, altrettanto accade pel vettore delle produzioni. Se 1°econo-
m_‘a ¢ irriducibile i vettori dei prezzi e delle produzioni risultano entram-

! POsitivi anche quando quelli della forza - lavoro impiegata e dei con-
Sumi sjang semipositivi.

Si]_]_go

§2, Massimo e minimo della velocita di produzione e di prezzo.
2. Abbiamo visto (p- I, § 4, 8) che le velocith di produzione e di

Drez.zo relative ad un settore aggregato secondo il vettore A positivo o
!semlpositivo, posto :

(1. 2) { X=MX;+AXe+..... ~+An Xn =AX_;
P =MAp1 +Aspz F..... ~-An pn =AP-1

S1 espri e e
€SPrimono con le relazioni differenziali :



1X
{ cdt =ABp_1+pNMp
{1. 2)
{ L AKX,
Ponendo :
2S5 =M 4 My ; 28 ' = + X'

le parti complementari pM p_1, X X_;1 diventano rispettivamente le
forme quadratiche pSp_1, XS'X_; onde pud scriversi:

dX :
i ABp_1 + paSpa
dp A

= —NE X IR

Si ricordino le posizioni (1.4) — (2.4) della parte prima e le due analoghe:

(4. 2) T O (G Ene Gl + X, Cm
A C
A C

6. 2) A=
7\“.(:(11)

con le conseguenti relazioni :
6. 2) PM=A&B—B]; X =T —C|

PB e J essendo le matrici dei coefficienti del sistema differenziale linea~
re che rappresenta il mercato [parte I, (I. 2)].

In un intervallo di tempo abbastanza piccolo (to, ti) in cui funziond
il mercato, se si vuole essere in regime di libera concorrenza le matrict
B e J devono essere mnon negative (n. 6, § 3, della parte pri-
ma) (!). Ne segue che sono tali anche B e C. Invero, ricordando che si €
posto, con la (1. 4) della parte prima:

(A2 B=B+p1B +p:B" +..... —+ pn B®

si vede che ad un elemento negativo di B potrebbero farsi corrisponde-
re, se occorre, reazioni specifiche tutte zero od abbastanza piccole in va-

1) Le condizione é necessaria ; la sufficienza si ha se non si tien conto di &-
Se le reazioni sono variabili col tempo,la non negativita di &B e J in (t,, t,) o i
una sua porzione é condizione sufficiente per la positivita delle soluzioni dell’ inte:
grale generale it tutto (to, t,) o in quella porzione. Ma non édetto che esse soddisfl
no senz’ altro alle (IIT. 2) della parte prima, che sono indispensabili perché XebP.
siano relativi alla matrice di scambi a.
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lore assoluto, per modo che anche il corrispondente -elemento di & sia
lltég‘ati\'o, onde verrebbe meno la concorrenza perfetta. La non negativita
di B e C ¢ anch’ essa solo necessaria. Sarebbe necessaria anche la non
negativitd delle reazioni specifiche qualora le componenti dei vettori
p‘ ¢ X non fossero limitate: il che non avviene quando, come si suppor-
T3 di qui a poco, questi vettori siano normalizzati.

Ne segue che i vettori AB e AC sono non megativi insieme alle

barti principali delle velocitdh di produzione e di prezzo dei settori ag-
gregati,

3. Supponiamo che i vettori AB e AC siano non nulli, quindi positi-
V1 0 semipositivi ; poniamo :

(7. 2 AB=u; AC=A

€ consideriamo le funzioni lineari:

(8.-2) ABp_1 = Up_1; ACX g = AX
I

<@ prima di queste funzioni ammette il minimo e la seconda il massimo
© Viceversa, secondo che p ed X siano sottoposti ai vincoli:

(9: 2) p[I—a]X>A; [I—a]X1 L b
Obpure agli altri:

(10.2) piii—"ayl=a

)

[[—a]X

7
i

€10¢ secondo che i due vettori A e W siano non maggiori, 0 non minori,
ordinatamente del vettore delle forze-lavoro necessarie per produzioni
Unitaric o del ventore dei consumi necessari. Il che non & detto che
OCcade con A, B, C qualunque. Quando accade, la parte principale della
‘V.elodtfl di produzione (di prezzo) di un assegnato settore aggregato va-
™a fra un minimo e un massimo non negativi determinati dal vettore di
d8gregazione ed ogni minimo (massimo) della parte principale di produ-
“1one eguaglia un ben determinato valore massimo (minimo) della
Velocita dj prezzo.

. Le determinazioni dei prezzi e delle produzioni che danno luogo al
MINimo od al massimo di ABp_; ed al massimo od al minimo di ACX
Telativi al fissato A sono:

%) pr=A[I—a]; X =[I—a] 1

4. Nel sistema (I. 2) i prezzi e le produzioni pPossono suppoOrsi NOL=
mali, 39 :: . i Y >
Malizzati in modo che le loro somme siano ugtali all’ unita. Allora le
Parti complementari delle due velocita (%) ammetteranno come massimi ¢
\

1 2) Cir. il § 3 del cap. II dell mio Calcolo delle Matrici [cit. (3).nel-
& parte Prima] propos. f) a p. 153. Non importa che ivi la normalizzazione si fa
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minimi le radici caratteristiche delle loro matrici discriminanti S ed S'-

Riferendosi ai due spazi ad n dimensioni in cui variano tutti i-
prezzi e tutte le produzioni, con le limitazioni imposte dalla normaliza-
zione, questi massimi e minimi capitano tra la pitt piccola e la pitt grande
radice caratteristica di ciascuna di dette matrici reali e simmetriche.
Queste radici sono note almeno con approssimazione quando siano note
le matrici S ed S’ oppure gli estremi tra i quali esse variano (°). Si tenga
inoltre conto del che i prezzi e le produzioni variano soltanto nei due
coni poliedrali convessi di cui al primo paragrafo della parte prima.

Si puo allora rilevare che 1 esistenza di determinazioni di p e di ¥
che rendano massima o minima ciascuna parte delle due velocita é assi-
curata dal che esse sono funzioni continue definite nel poliedro convesso
e limitato intersezione del rispettivo cono poliedrale convesso di equazio-
ne una delle (III. 2) della parte prima col corrispondente iperpiano ad
n—1 dimensioni avente una delle due equazioni :

(12. 2) pi+ps+..... F+pn=1; Xi+Xe}..... +X,=1

Si conclude che, in regime di concorrenza perfetta, le velocita di
produzione e di prezzo (normalizzati) di ogni settore aggregato.di E va-
riano oscillando intorno al massimo ed al minimo, entrambi non negativi,
della parte principale, rimanendo in un ben determinato intervallo.

Le osservazioni fatte di sopra assicurano che vi sono mezzi per calco-
lare valori almeno approssimati degli estremi tra i quali variano dette
velocita, basandosi su opportune ed adeguate rilevazioni statistiche.

L” ipotesi della normalizzazione di produzioni e prezzi & troppo
restrittiva. Essa puo sostituirsi con quella della limitazione, ammissibile
almeno in intervalli finiti di tempo. Allora, invece della (12. 2) valgono:
le desuguaglianze :

(13. 2) P+ pPet..... - paLh

con altra posizione, diretta anch’ essa ad ottenere che le variabili indipendenti re-
stino in un insieme limitato. Qui le produzioni sono omogeneizzate considerandole
in valore monetario.

3) Per un limite superiore e I’ approssimazione della radice caratteristica di
massimo modulo di una matrice si pud consultare il mio Calcolo delle Mar
trici: cfr. principalmente il § 1 del cap. 1I (formula di HIRSCH) a p. 123; il &
3 del cap. III, teor. a) a p. 129 e, per I’ approssimazione numerica, il § 1 dello stes-
so cap. III, pp. 201—205. Per un limite superiore eventualmente piu basso, vedasi
M. PICONE: Sulla teoriadellematrici nel corpo complesso(Boll.U.M.I:
s. III, a. XIIT (1958) pp. 1—6) p. 2. Proprietd relative alle radici caratteristiche s¥
trovano anche in altre pagine del mio trattato. Per la radice di minimo modulo ba-
sta considerare la matrice inversa : se la data matrice fosse singolare il minimo mo-
dulo richiesto sarebbe zero.

Se sono dati solo gli estremi delle matrici S e S’ converra applicare il teoré=
ma (di LAPPO - DANILEVSKI) a p. 130.
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(14. 9 Kk b - Xn L k

con h, k valori finiti opportuni. La conclusione di cui sopra resta inva-
Tlata, esistendo massimo e minimo di entrambe le parti delle due velo-
Cita perché prezzi e produzioni variano ancora in insiemi limitati. .

§ 3. Surproduzione ed Accumulazione del Capitale

B S €4, €5, 550 - ,Cn gli investimenti o capitali impiegati nei
Settorni 1, 2,00 . ;0 e b={[b 5, s=1; 2;..... n, la matrice non ne-
gativa dei coefficienti di capitale relativi ai singoli scambi. Misuriamo i
capitali C, con le stesse unita di misura che sono state usate per le cor-
tispondenti produzioni (ovvero in moneta). Salvo casi di eccezione, da ri-
tebersi antieconomici, potra sempre SUppOrsi :

(1. 3) C—l(Chci SE4) 20 O<Lb<a
quindi

(2. 3) bC £ bX_; L aX_;

Ponendo :

(3. 3) a=a-}b

dalla (I. 1) della parfe prima e dalla (1. 3) di cui sopra, si ha:
(4. 3) [I—a]Xa>x Y  +b(X—C)a
Supporremo inoltre (%) :

®. 3) [I—alCax[I—a]Xq

che ci permette di annoverare il vettore € dei capitali fra quelli che
appartengono al cono poliedrale convesso :

6. 3) [I—a]x—12>0; = 210

cui appartiene il vettore X delle produzioni; il quale appartiene anche
all® altro cono poliedrale convesso :

(7. 3) [I—b]x1D0, x >0
che contiene quello (6. 3). Si ha inoltre:
8 3) p[I—b]>p[I—al

Cosicché il vettore dei prezzi appartiene ai due coni poliedrali convessi
duali di (6. 3) e (7. 3). ; dei e
Qui si indica, come nella parte prima, con y 1% vettore dei cons :
necessari e con gz quello delle forze - lavoro necessarie impiegate per pro
=L iR .
4 La (4. 6) a p. 249 della mia memoria Sull’evoluzione ecomnor

Mica, cit, (6) nella parte prima, ¢ da intendersi anche ivi come un’ipotesi a
Priorj,
4
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duzioni unitarie. In conseguenza delle (I. 1) — (II. 1) della parte prima
e delle (5. 3) — (8. 3), si ha:

[I—b]Ci XY _y; p[I—b]XZ

Tra le velocita degli investimenti e i relativi prezzi e fra le velo-
citd di questi e gli investimenti possono scriversi due relazioni del tutto
analoghe alle (I. 2) della parte prima, cioé:

{ (dT?)_] = Bp1

(1. 3) {

il cui integrale generale :
(11. 3) (Clp)=&(t)c, c=(C(o)[p(0))

da luogo alla trasformazione evolutiva del mercato dei capitali da inve-
stimento. Le proprietd di questo mercato possono studiarsi parallela-
mente a quelle del mercato delle produzioni e dei prezzi; questi ultimi
possono pensari coincidenti con quelli dei rispettivi investimenti.

6) Della (I.1) della parte prima e dalla (2.3), si ha che :
(9. 3) [1—a]Xa Y14 bCy
Percid il vettore : :
(10. 3) [tT—a]X_;—bC_1 — vy,
in cui y indica un vettore di consumi possibili, quindi
[r==alleX é 2

cresce col diminuire del consumo y sino a quello necessario Y e dimi-
nuisce col crescere del capitale investito C sino ad X.

Indicheremo con § echiameremo surproduzione ogni determi-
nazione del vettore S soddisfaciente alla limitazione :

(11. 8) [t1—aX 1—bC1—Y ;XS 1> [1—a]X 11—y

La surproduzione S sara funzione del tempo t variabile in (to, t1), come
X, C Y, v,ac¢eb

Scriviamo :
(12. 3) S(t)="Y(t)-1—b(t)C(t)s
nella quale Y (t) é un vettore soddisfaciente alla limitazione :

(13. 3) [1—a]X 1 — ¥, )Y (t)ad[r1—a]X1—y-1,




Poniamo infine
(14, 3) C(t)+S(t)=F(t) :
che ‘diremo capitale accumulato al tempo t.

cioé, t,=0,
Per comodita, faremo variare t da ’z.ero a t,epzll‘:::llfppor;e n:o 7
9<Lt<Lt ed indicheremo con i il_ tasso d 1ntefr.es: éeu’ s
.stante~in (0, t1). I1 costo totale di F(t) ’alla :;u’ Fiaa
fomputato all’ inizio di detto intervallo, é dato

t
(15.3) W(t):Se_up(t)‘F(t)_l dt

o
1l cui integrando & :

(16.3) 9 (t)=eitp(t)[C(t)+S(t)]...

. . 2 e
i econdo 1° uso, la derivazione del vettor
5 - : ;
M cui il punto sopra indica,
Tispetto al tempo.

Per 1 (12.3), si ha : : : v
113 S (£)er =Fq — T2 C(£)a — B(E)C(t)-
qui ngj - o
- . — ——C(t) )
'(18.3) q)(t)=e—itp(t)(?(t)—*—[l-—b(t)]C(t)—l dt )

i la variazone
re a zero
Per estremare 1% integrale y (t) occorre eguaglia
t=1
Prima qj esso, cioé porre (%) :

.
. e
(20.3 | = _afi ik
<U.3) dt 4
A caleolj eseguiti si ha (°):
ARt

(21.3) Falel Iy
\

i ti sono le derivate
5) I due membri de (19. 8) sono i vettori le cui componen gk
i i C. Analogamente per la (20.
Parziali g ® rispetto alle componenti di C e di C. An

i nomica
2 luzione eco :

b ¢ bino: Sull evaola . parteprlma?
o “)C ff: dS{ Séloenr:m har s RE Rl el CI'tat fflest:z memoria alcuni
i nelly oty (2), § 6, n. 18, p, 261. A pp. 256 - 257 dxe a S ne e i
Segni £ vVanno c;inbiati in; a p. 258, rigo 7, invec =
LES
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ossia :

(22.3) p=p(0)et

con p (o) determinazione iniziale, arbitraria, positiva, del vettore p(t)k
dei prezzi all® inizio.del tempo. Il capitale investito non vien soggetto 3

condizioni. Il massimo o minimo dell® integrale y(t) é dunque:
t

(23558)" p(O)S(§_1+[I—b]é_1—%]t)~c—1)dt
cioé : ’
(24. 3) p(O)Y F(t)_1 dt = p(O)F(t)_,

0

7. Chiediamoci ora il massimo di:
(25.3) ze—NCH(t) =y = RNSH(E) SR 0 = e it

cioé della somma degli investimenti e delle surproduzioni espressi in va~
lore in un settore aggregato secondo il vettore positivo o semipositive

A= (A, As,...., Ny). Per semplicitd di scrittura, ometteremo di indi-

care l’argomento t, che supporremo fissato per tutto quel che segue.
Prendiamo le variabili Ci, Ca, ..., Ca; Si, Se, ..., Sy come com™

ponenti di un vettore x orizzontale, cioé poniamo :

(26.3.) x=(C|S)

e scriviamo la limitazione (11.3) sotto la forma:

(27.3) e S A o S E

avendo posto :

(28.3) c_1=[I—;]X_,—Y_1;;~1=[I—§]X_1—y_1

(29.3) A=[b|I].

I vettori c—1 e c—3 li diremo delle scorte o del risparmio.

La ricerca del massimo e del minimo del capitale accumulato si 11~
duce cosi ai due problemi di programmazione lineare:

(L) { z = (A|A) x4 (I1.5) z = (ANA) 22

N SRy @ AR S
I vincoli (27.3) sussistono per ipotesi, ma, in generale, cid non bast?

per la esistenza del massimo e del minimo di z. Per accertarsene, occorr€

e basta (7) che siano compatibili, ossia sussistano, anche i vincoli dei pro~
blemi duali, che si scrivono :

7) A, J. Goldman and A. W. Tucker: Theory of linea¥r

programming [in Linear inequalities and related sJ¥
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{ ‘'z = § C—1
{I11.3) Z=Eca (Iv.3) EA Z (AA)
§AX (AR

s
. . : nterpreta
Melfqyaliie &8 in vettore adin componenti non negative, che s’ interp
‘Come vettore di prezzi (¥).

Limitiamoci ai vincoli del problema (IIL.3). Essi si scrivono :

130.3) EbXA; EXAN0.
Ponengo -

(31.3) X=§¢—u

le (30.8) diventano :

(32 3) pXE[—Db]; 0.

AR . g 3 tutte di
PoichéOébéa. le radici caratteristiche dl.b sono anc1'1 esz?ﬁva) ",
Modulo inferiore alla unita (e quello di. TSI m?dul? 5 p}?e a) questa .
ha: [I—b]—’ D 0; anzi, se b ¢é irriducibile, (quindi lo é anc
- E——3 )
Versa ¢ addirittura positiva (?). ok

151 ositivo
Si Puod percid sempre porre, con vV Vettore positivo o semip

‘arbitrario Lu:

(33, 3) E[I—b]=v; Ogvn
l'illscendo, in conseguenza :

34, 3) E=v[I—b]"'2v>0

Ne Segue c‘he:

5. 3) b=f—vxE—u=A;  E2A

tindi i vincoli elle (IIT. 8) sono compatibili ed esiste il rfmss.‘mol.d;?
‘COincidente in valore col minimo di €. Analogamente per i vincoli de
Problema (v, 3). ia il vettore

Possiamo dunque affermare che: qualunque sia : et i
i€gregato, esistino, sotto vincoli opportuni, 3 ei de-
Dazioni degli investimenti e delle s}lr.pr?dumonl, =
DI o Settori che massimizzano (0 minim 1zzano)‘ a ;
B e fal capitale e minimi.zzano(o.masmmlz
Zano) i) risparmio, eguagliandone i valori.

53508 ed by H.H. Wuhn and A. W.Tucker, Princeton (1956) pp.
53—97] part 2, theorem 2, p. 61°e cor. I A p. 60.

8) Percid, in luogo di € potrebbe scriversi P-

9) Cfr. il mio Calcolo delle Matrici [cit. (3) nella parte I] cap.
Ay ¢ la mia Mem. citata nella stessa nota (3), p. 219.



I EPIAHWIZ

To &pbpov SraupeiTan €is Tas dkoAoUBous Taparypdgous :

1) MéyioTov kad éAdyioTov €is ToUs yevikoUs ofkovopikoUs KAGSOUS.

2) MéyioTov kal EA&Y10TOV TGV TayUTTwv PeTaPoAfis Tiis wapayoo‘/ﬁ‘
Kol TEV Tipddv. '

3) ‘Ymwepmopoywyn Kol cucopeuois kepoAaiou.

Eis v mpodtny Tapdypagov éfetdlovtan SUo wpoPAfipaTa ypaul-llKo“r
. TpoypappaTiopol kol T& SiSupa aTév. T& TpoPAfpaTa TalTa o’tq;opoUv\E‘;
TNV Topaywynv f) Ty péony Tipfv &vds yevikoU oikovouikolU kA&Sov, 8n7\d5ﬁ;
KAG&Bou ouvioTapévou &mo THy &pbpoicv &l pépous pikpoTépwy KAGSwWY.

Eis Ty Seutépav mapdypagov &etdlovton of ToxUTnTes peTaPoATis s
Taporywyfis kol T6V TGy kol SiepeuvdvTon T& péyloTa Kol EA&yioTa aUTOY i
&ve€apTiTods ToU Pabpol yevikdTnTos ToU KA&Sov.

d Eis T Tpitnv mapdypagov opileTon ) Evvora Tiis Umepmapaywydis web
oUoowpEUoEws Kepohadou Kol wpoodiopileTan TO péyioTov ToU &BpoiopoTo
T&Y &maoyoloupévey Kepodadwy kol Tiis Umeprapaywydis Pdoer Tiis 'TE)(V‘Kﬁ;'

TOU YPOPPIKOU TrPOYPaPPaTIoHOU. |
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